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Quelques “ formules de masse ” raffine´es en degre´ premier
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Dans la the´orie des e´quations, j’ai recherche´ dans quels cas les e´quations
e´taient re´solubles par des radicaux. — E´variste Galois, 29 mai 1832.
Re´sume´. Pour un corps local a` corps re´siduel fini de caracte´ristique p,
nous donnons quelques raffinements de la formule de masse de Serre en
degre´ p qui nous permettent de calculer par exemple la contribution des
extensions cycliques, ou celles dont la cloˆture galoisienne a pour groupe
d’automorphismes un groupe donne´ a` l’avance, ou posse`de des proprie´te´s
de ramification e´galement donne´es a` l’avance.
Abstract. For a local field with finite residue field of characteristic p,
we give some refinements of Serre’s mass formula in degree p which allow
us to compute for example the contribution of cyclic extensions, or of those
whose galoisian closure has a given group as group of automorphisms, or
has ramification properties given in advance.
1. Introduction. — Soient p un nombre premier, k une extension finie
de Fp de degre´ f = [k : Fp] et de cardinal q = p
f , et F un corps local
de corps re´siduel k. On sait que F est alors ou bien une extension finie de
Qp d’indice de ramification e = [F : Qp]/f , ou bien le corps k((T)). On
de´signe par v : F× → Z la valuation normalise´e de F.
Soit Tp(F) l’ensemble de toutes les extensions se´parables E|F (totale-
ment) ramifie´es de degre´ [E : F] = p contenues dans une cloˆture alge´brique
donne´e de F. Pour toute E ∈ Tp(F) de discriminant δE|F, Serre pose
c(E) = v(δE|F) − (p − 1) ; c’est un entier strictement positif qui mesure
la ramification sauvage de E|F. Le cas de degre´ p de la formule de masse
de Serre dit que
∑
E q
−c(E) = p : la masse de Tp(F) vaut p [4].
Mots cle´s : Formule de masse de Serre, Serre’schen Maßformel, Serre’s
mass formula.
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La formule de masse en tout degre´ fut e´galement de´montre´e par Krasner
[3] peu apre`s.
Notre but dans cette Note est de calculer la masse de diverses parties
de Tp(F), par exemple celle des extensions E qui sont cycliques sur F,
ou celle des extensions E dont la cloˆture galoisienne E˜ a pour groupe
Gal(E˜|F) un groupe Γ donne´ a` l’avance, ou encore celle des extensions
telles que E˜ = EF′, pour une extension F′|F fixe´e.
On pose K = F(
p−1
√
F×) et G = Gal(K|F) ; K est l’extension abe´lienne
maximale de F d’exposant divisant p− 1. Noter que K contient p racines
p-ie`me de 1 si car(F) = 0 ; on de´signe par ω : G → F×p le caracte`re
cyclotomique donnant l’action de G sur lesdites racines, et l’on pose ω = 1
si car(F) = p.
Il re´sulte essentiellement du crite`re de re´solubilite´ de Galois que, pour
tout E ∈ Tp(F), l’extension compose´e EK est cyclique de degre´ p sur K
et galoisienne sur F. Inversement, toute extension cyclique L|K de degre´ p
qui est galoisienne sur F provient d’une extension se´parable de degre´ p de
F. Par ailleurs, les extensions cycliques L|K de degre´ p sont en bijection
avec les Fp-droites D ⊂ K×/K×p en caracte´ristique 0, respectivement
D ⊂ K+/℘(K+) en caracte´ristique p, ou` ℘(x) = xp − x. Les L qui sont
galoisiennes sur F correspondent aux D qui sont G-stables.
Ce qui pre´ce`de de´finit une application Tp(F)→ Hom(G,F×p ) qui envoie
toute E sur le caracte`re χ : G → F×p a` travers lequel G agit sur la Fp-
droite D telle que EK = K( p
√
D) ou EK = K(℘−1(D)), suivant les cas. Si
E|F est cyclique, alors χ = ω.
Notre re´sultat principal (prop. 1) calcule la contribution
∑
E 7→χ q
−c(E)
de chaque caracte`re χ : G→ F×p a` la formule de masse de Serre en degre´ p.
L’accouplement parfait G × (F×/F×p−1) → F×p identifie le groupe
Hom(G,F×p ) avec F
×/F×p−1 ; le caracte`re ω s’identifie a` −p si car(F) = 0,
a` 1¯ si car(F) = p. On peut donc parler de la “ valuation ” v¯(χ) ∈ Z/(p−1)Z
d’un caracte`re χ : G → F×p ; on a v¯(ω) ≡ e ou ≡ 0 (mod. p − 1)
respectivement.
Pour un caracte`re χ : G → F×p et un indice i ∈ [0, e[ (resp. i ∈ N),
definissons jχ,i ∈ [1, p[ par la condition v¯(χ) ≡ v¯(ω)−(i+jχ,i) (mod. p−1).
PROPOSITION 1. — La contribution
∑
E 7→χ q
−c(E) de χ a` la formule de
masse de Serre en degre´ p vaut
(1)
p(q − 1)
(p− 1)
∑
i
qi−(ip+jχ,i)
{
i ∈ [0, e[ si car(F) = 0,
i ∈ N si car(F) = p,
2
sauf si χ = 1 et car(F) = 0, auquel cas les extensions tre`s ramifie´es
contribuent par un terme p/q(p−1)e supple´mentaire.
[Bien entendu, on retrouve la formule de masse de Serre en degre´ p en
ajoutant les contributions de tous les χ.]
Voir §3 pour la de´monstration. Rappelons que E ∈ Tp(F) est dite tre`s
ramifie´e si p | c(E) ; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que car(F) = 0
et c(E) = ep.
Il est facile d’e´valuer la somme (1), en notant que si i ≡ i′ (mod. p−1),
alors jχ,i = jχ,i′ . En caracte´ristique 2, on a G = {1} qui n’a qu’un seul
caracte`re. En caracte´ristique p 6= 2, on a le
COROLLAIRE 2. — Si p 6= 2, F = k((T)) et si v¯(χ) ≡ −a (mod. p− 1) pour
un a ∈ [0, p− 1[, alors la contribution ∑E 7→χ q−c(E) de χ vaut
(2)
p(q − 1)
(p− 1)
(
qp−2(q(p−2)a − 1)
q(p−1)a(qp−2 − 1) +
qp−2(q(p−2)(p−1) − 1)
q(p−1)a(qp−2 − 1)(q(p−1)2 − 1)
)
.
Le cas χ = 1 donne la contribution des extensions cycliques dans Tp(F).
Les formules sont le´ge`rement plus complique´es en caracte´ristique 0 mais
re´sultent de la meˆme me´thode ; nous ne les explicitons que dans un cas
particulier.
COROLLAIRE 3. — Supposons que F|Qp est une extension finie et e´crivons
e − 1 = (p − 1)m + s (avec s ∈ [0, p − 1[, m ∈ N). Pour tout caracte`re
χ : G → F×p de “ valuation ” v¯(χ) ≡ e (mod. p − 1), la contribution∑
E 7→χ q
−c(E) de χ vaut
(3)
p(q − 1)
(p− 1)qp−1
(
m−1∑
n=0
p−2∑
r=0
q−(p−1)
2n−(p−2)r +
s∑
r=0
q−(p−1)
2m−(p−2)r
)
sauf si χ = 1, auquel cas les extensions tre`s ramifie´es contribuent par un
terme p/q(p−1)e supple´mentaire. En particulier, le cas χ = ω donne les
contributions des extensions cycliques dans Tp(F) suivant que ω 6= 1 ou
ω = 1.
Remarque 4. — Soit E ∈ Tp(F) et soit D ⊂ K×/K×p ou D ⊂ K+/℘(K+)
la droite telle que EK = K( p
√
D) ou EK = K(℘−1(D)) respectivement. Si
le caracte`re χ : G → F×p donne l’action de G sur D, alors ωχ−1 donne
l’action de G sur Gal(EK|K).
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Remarque 5. — Le caracte`re χ permet de re´cupe´rer E˜1 ⊂ E˜, l’extension
maximale mode´re´ment ramifie´e de F dans la cloˆture galoisienne E˜ de E|F.
En effet, E˜1 = K
Gχ , ou` Gχ = Ker(ωχ
−1). On a aussi E˜ = EKGχ .
Exemple 6. — Fixons une extension F′ ⊂ K de F. La contribution des
E ∈ Tp(F) telles que E˜ = EF′ est la somme des contributions de tous les
χ tels que KGχ = F′.
Exemple 7. — De meˆme, la contribution des E ∈ Tp(F) telles que E˜1|F
soit non ramifie´e est la somme des contributions de tous les caracte`res
χ : G→ F×p tels que v¯(ωχ−1) ≡ 0 (mod. p− 1).
Remarque 8. — Le caracte`re χ de´termine le groupe Γ = Gal(E˜|F) a`
isomorphisme pre`s. En effet, Γ est l’extension de Im(ωχ−1) ⊂ F×p par le
groupe P = Gal(E˜|E˜1) d’ordre p (avec l’identification AutP = F×p ).
Exemple 9. — Cette remarque permet de calculer la contribution de
toutes les E ∈ Tp(F) telles que Gal(E˜|F) soit isomorphe a` un groupe Γ
(extension canonique d’un sous-groupe de F×p = AutP par un groupe P
d’ordre p) donne´ a` l’avance. C’est la somme des contributions de tous les
χ : G→ F×p tels que Card Im(ωχ−1) = (CardΓ)/p.
Remarque 10. — Soit b(i+1) la suite des entiers positifs premiers a` p, de
sorte que b(i+1) = i + 1 + ⌊i/(p − 1)⌋ pour tout i ∈ N. Re´concilier le cas
χ = ω de la prop. 1 avec les formules (1)–(3) de [1, prop. 14–16] revient a`
ve´rifier l’identite´
ip+ jω,i = (p− 1)b(i+1)
pour tout i ∈ N. E´crivant i = (p − 1)n + r (avec r ∈ [0, p − 1[, n ∈ N),
nous avons jω,i = p− 1− r et b(i+1) = i+ 1 + n, d’ou` l’identite´.
2. Modules galoisiens filtre´s. — Dans ce § nous rappelons la struc-
ture du Fp[G]-module filtre´ K
×/K×p en caracte´ristique 0 et K+/℘(K+) en
caracte´ristique p. Le lecteur est prie´ de se rapporter au §6 de [2], ou plutoˆt
de arXiv:1004.2016v6, pour les de´monstrations.
Nous allons construire de toute pie`ce un Fp[G]-module filtre´ auquel
K×/K×p (resp. K+/℘(K+)) est isomorphe.
On note o ⊂ K l’anneau des entiers de K, p ⊂ o son unique ide´al
maximal, et l = o/p son corps re´siduel ; on a Gal(l|k) = G/G0, ou`
G0 ⊂ G est le sous-groupe d’inertie de G = Gal(K|F). Pour tout n ∈ Z,
on de´signe par l[n] le k[G]-module pn/pn+1, de sorte que l[0] = l. Si
m ≡ n (mod. p − 1), les k[G]-modules l[m], l[n] sont isomorphes. Pour
tout caracte`re χ : G → F×p , le χ-espace propre de l[n] est une k-droite si
v¯(χ) ≡ n (mod. p− 1) ; il est re´duit a` 0 sinon.
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Pour tout i ∈ N, on pose Vi+1 = l[−(ip+1)]⊕ · · ·⊕ l[−(ip+ p− 1)] en
caracte´ristique p et
Vi+1 = l[e− (ip+ 1)]⊕ · · · ⊕ l[e− (ip+ p− 1)]
en caracte´ristique 0, et l’on munit ce k[G]-module libre de rang 1 de la
filtration croissante pour laquelle le gradue´ associe´ est la somme directe
de´finissant Vi+1. Finalement, on de´signe par Fp{ω} une Fp-droite sur
laquelle G agit a` travers ω.
En caracte´ristique 0, le Fp[G]-module K
×/K×p est muni de la filtration
(U¯n)n image de la filtration · · · ⊂ U2 ⊂ U1 ⊂ K× du groupe multiplicatif,
ou` Un = 1 + p
n pour tout n > 0. On a U¯ep+1 = {1}, et les quotients
successifs sont indique´s dans le diagramme suivant (ou` j ∈ [1, e[ ) :
{1} ⊂︸︷︷︸
Fp{ω}
U¯ep ⊂︸︷︷︸
l[ep−1]
U¯ep−1 · · ·
· · · ⊂︸︷︷︸
l[jp+1]
U¯jp+1 =︸︷︷︸
{1}
U¯jp ⊂︸︷︷︸
l[jp−1]
U¯jp−1 · · ·
· · · U¯2 ⊂︸︷︷︸
l[1]
U¯1 ⊂︸︷︷︸
Fp
K×/K×p.
Pour n ∈ [0, ep], on pose Fn = U¯ep−n (avec la convention U¯0 = K×/K×p).
PROPOSITION 11. — Soit F une extension finie de Qp. Le Fp[G]-module
filtre´ K×/K×p est isomorphe a`
Fp{ω} ⊕ (V1 ⊕ 0)⊕ (V2 ⊕ 0)⊕ · · · ⊕ (Ve−1 ⊕ 0)⊕ Ve ⊕ Fp.
On a inse´re´ des 0 pour rappeler que Ftp−1 = Ftp pour tout t ∈ [1, e[.
En caracte´ristique p, le Fp[G]-module K
+/℘(K+) est muni de la filtra-
tion (pn)n image de la filtration · · · ⊂ p ⊂ o ⊂ p−1 ⊂ · · · ⊂ K+ du groupe
additif. On a p¯ = {0} et les quotients successifs sont indique´s dans le
diagramme suivant (ou` j < 0) :
{0} ⊂︸︷︷︸
Fp
o¯ ⊂︸︷︷︸
l[−1]
p−1 · · · ⊂︸︷︷︸
l[jp+1]
pjp+1 =︸︷︷︸
{0}
pjp ⊂︸︷︷︸
l[jp−1]
pjp−1 · · · ⊂ K+/℘(K+).
Pour n ∈ N, on pose Fn = p−n. On a alors le re´sultat structural analogue :
PROPOSITION 12. — Soit F le corps k((T)). Le Fp[G]-module filtre´
K+/℘(K+) est isomorphe a`
Fp ⊕ (V1 ⊕ 0)⊕ (V2 ⊕ 0)⊕ · · · ,
ou` les 0 sont inse´re´s pour rappeler que Ftp−1 = Ftp pour tout t > 0.
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DE´FINITION 13. — Soit D ⊂ K×/K×p ou D ⊂ K+/℘(K+) une Fp-droite.
Le niveau d(D) de D est le plus petit indice n ∈ N tel que D ⊂ Fn.
La seule droite de nivau 0 est la droite F0 = U¯ep en caracte´ristique 0 ou
la droite F0 = o¯ en caracte´ristique p ; c’est la droite qui donne l’extension
non ramifie´e de degre´ p de K. Le niveau de toute autre droite est premier
a` p, a` l’exception des droites de niveau ep en caracte´ristique 0.
COROLLAIRE 14. — Soit D ⊂ K×/K×p ou D ⊂ K+/℘(K+) une Fp-droite
G-stable de niveau n > 0 et soit χ : G→ F×p le caracte`re a` travers lequel G
agit sur D. Si p | n, alors car(F) = 0, n = ep et χ = 1. Si pgcd(p, n) = 1,
alors v¯(χ) ≡ v¯(ω)− n (mod. p− 1).
Remarque 15. — Soit M|K l’extension abe´lienne maximale d’exposant
divisant p, a` savoir M = K(
p
√
K×) en caracte´ristique 0 et M = K(℘−1(K))
en caracte´ristique p. Le groupe profini H = Gal(M|K) est muni de sa
filtration en nume´rotation supe´rieure, et la suite exacte courte
{1} → H→ Gal(M|F)→ G→ {1}
fournit une action de G sur H. La relation d’orthogonalite´ [1], §5, pour
l’accouplement
H× (K×/K×p)→ µp (resp. H× (K+/℘(K+))→ Fp)
permet de de´duire la structure du Fp[G]-module filtre´ H de la structure
du Fp[G]-module filtre´ K
×/K×p (prop. 11) (resp. K+/℘(K+) (prop. 12)).
3. Le calcul. — Avant d’en venir a` la de´monstration de la prop. 1,
rappelons un dernier petit lemme. Soit E ∈ Tp(F) une extension se´parable
de F de degre´ p, b(L|K) l’unique saut de ramification de Gal(L|K), ou`
L = EK, et d(D) le niveau (de´f. 13) de la droite D ⊂ K×/K×p ou
D ⊂ K+/℘(K+) telle que L = K( p√D) ou L = K(℘−1(D)) respectivement.
LEMME 16. — On a b(L|K) = c(E) = d(D).
Cela re´sulte de la formule de transitivite´ du discriminant, combine´e
avec les relations d’orthogonalite´ [2], §7.
De´monstration de la prop. 1. — Fixons un caracte`re χ : G → F×p . Si
une droite D ⊂ K×/K×p ou D ⊂ K+/℘(K+) de niveau d(D) > 0 (de´f. 13)
est G-stable, et si G agit sur D a` travers χ, alors le nombre de E ∈ Tp(F)
telles que E 7→ D est 1 si χ = ω et p si χ 6= ω. La contribution de D a` la
somme
∑
E 7→χ q
−c(E) est donc
(4)
∑
E 7→D
q−c(E) =
{
q−d(D) si χ = ω,
pq−d(D) si χ 6= ω,
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d’apre`s le lemme 16. Par ailleurs, pour tout i ∈ [0, e[ (resp. i ∈ N), la
dimension du χ-espace propre Fip(χ) de Fip vaut
dimFp(Fp{ω} ⊕V1 ⊕ · · · ⊕Vi)(χ) =
{
1 + if si χ = ω,
if si χ 6= ω,
(prop. 11 si car(F) = 0, prop. 12 si car(F) = p), donc le nombre de droites
dans F(i+1)p(χ) qui ne sont pas dans Fip(χ) vaut
(5)
pqi+1 − 1
p− 1 −
pqi − 1
p− 1
(
resp.
qi+1 − 1
p− 1 −
qi − 1
p− 1
)
suivant que χ = ω ou χ 6= ω. Or le niveau de toute telle droite D vaut
(6) d(D) = ip+ jχ,i,
ou` jχ,i ∈ [1, p[ est de´termine´ par v¯(χ) ≡ v¯(ω) − (ip + jχ,i) (mod. p − 1)
(cor. 14). Donc la contribution de toutes ces droites D (pour i donne´) vaut
p
(
qi+1 − qi
p− 1
)
q−d(D) =
p(q − 1)
(p− 1) q
i−(ip+jχ,i)
indiffe´remment dans les deux cas χ = ω et χ 6= ω, d’apre`s (4), (5) et (6).
Faisant la somme sur i ∈ [0, e[ (resp. i ∈ N) donne la prop. 1, sauf si
car(F) = 0 et χ = 1. Dans ce cas, une analyse similaire fournit p/q(p−1)e
de plus comme contribution des droites de niveau ep dans Fep(1). C’est
ce qu’il fallait de´montrer.
Remarque 17. — C’est le calcul de la contribution individuelle de chaque
χ qui rend les applications mentionne´es dans les Exemples 6, 7, et 9
possibles. Il est e´galement clair que la meˆme me´thode permet de calculer
le cardinal de telles parties de Tp(F) quand on les rend finies en bornant
c en caracte´ristique p.
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